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5 SUR L’ALGÉBRICITÉ DES SÉRIES DE PUISEUX.

MICHEL HICKEL ET MICKAËL MATUSINSKI

Résumé. Nous nous intéressons à l’algébricité d’une série de Puiseux en termes des pro-
priétés de ses coefficients. Nous résolvons le problème de l’implicitation d’une série algé-
brique qui consiste à déterminer une équation annulatrice de la série à partir des coefficients
de celle-ci.

1. Introduction.

Soit K un corps de caractéristique nulle etK sa clôture algébrique. Nous considérons
K[[ x]], l’anneau des séries formelles à coefficients dansK, et son corps de fractionK((x)).

On désigne aussi parK((x̂)) :=
∞
⋃

n=1

K((x1/n)) le corps des séries de Puiseux (formelles à

coefficients dansK). D’après le théorème de Newton-Puiseux (voir par exemple [Wal78,
Theorem 3.1] et [RvdD84, Proposition p.314 ]), une clôture algébrique deK((x)) est don-
née parPK :=

⋃

L

L((x̂)) où L parcourt les extensions finies deK dansK. En particulier, si

K = K, alorsPK = K((x̂)). Parmi les séries de Puiseux, nous nous intéressons aux séries
de Puiseux algébriques, c’est-à-dire celles vérifiant une équation polynomiale avec des co-
efficients qui sont eux-mêmes des polynômes enx : P(x, y) ∈ K[x][y].

Parmi les nombreux travaux concernant les séries de Puiseuxalgébriques [vdP93, FS09,
BD13], nous nous intéressons aux questions suivantes :
• Reconstruction d’un polynôme annulateur d’une série de Puiseux algébrique don-
née.L’algébricité d’une série de Puiseux peut être codée par l’annulation de certains déter-
minants obtenus à partir des coefficients de cette série. Nous prolongeons cette approche
en montrant comment reconstruire les coefficients d’un polynôme annulateur à l’aide de
mineurs de ces déterminants (voir Section 3). Plus précisément, nous montrons qu’à degré
borné, il existe un nombre fini de formules polynomiales universelles permettant d’effec-
tuer cette reconstruction (voir Théorème 3.5).
• Description des coefficients d’une série de Puiseux algébrique en fonction des coeffi-
cients d’un polynôme annulateur.Une approche consiste à envisager que ces coefficients
vérifient une relation de récurrence linéaire, ce qui permetun calcul asymptotique des
coefficients. Cette propriété se déduit classiquement du fait qu’une série de Puiseux algé-
brique estdifférentiellement finie (D-finite), c’est-à-dire satisfait une équation différentielle
linéaire à coefficients dansK[x] [Com64, Sta78, Sta99, Sin80, CC86, CC87, BCS+07].
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Une autre approche consiste à déterminer une formule close àpartir des coefficients
d’un polynôme annulateur. Dans cette direction, P. Flajolet et M. Soria (voir la thèse d’ha-
bilitation de M. Soria (1990) et [FS]) ont proposé une formule dans le cas d’une série
satisfaisant une équation hensélienne réduite (voir la Définition 2.2 pour la terminologie) à
coefficients complexes. Cette formule s’étend à des coefficients dansK quelconque via un
travail d’Henrici [Hen64].

Ici nous complétons cette approche dans le cas d’une série dePuiseux satisfaisant une
équation polynomiale généraleP(x, y) = 0, en montrant que les coefficients de cette série
peuvent se calculer par la formule de Flajolet-Soria appliquée à un polynôme naturellement
déduit deP (voir Section 4).

2. Préliminaires

Nous noteronsN := Z≥0 et N∗ := N \ {0} = Z>0. Pour tout ensembleE, nous écri-

rons |E| := Card(E). Pour tout vecteur d’entiersK = (k1, . . . , kn), on noteK! :=
n

∏

i=1

ki !,

|K| :=
n

∑

i=1

ki et ‖K‖ :=
n

∑

i=1

i ki . On désignera l’application partie entière d’un nombre ra-

tionnelq ∈ Q par⌊q⌋.

Soit ỹ0 =

∑

n≥1

c̃nxn/p ∈ K((x̂)), c̃n0 , 0, une série de Puiseux. On écrit

ỹ0 = x(n0−1)/p
∑

n≥n0

cnxn/p
= x(n0−1)/pz̃0 avecc1 , 0

La sérieỹ0 est racine d’un polynômẽP(x, y) =
∑

i, j

ãi, j x
iy j de degrédy eny si et seulement

si la série la sériey0 =

∑

n≥1

cnxn est racine dexmP̃(xp, xn0−1y), ce dernier étant un polynôme

pourm = max{0; (1− n0)dy}. L’existence d’un polynômẽP annulant ˜y0 est équivalente à

celle d’un polynômeP(x, y) =
∑

i, j

ai, j x
iy j annulanty0, tel que, pour (i, j) appartenant au

support deP, on ait i ≡ (n0 − 1) j [p] si n0 − 1 ≥ 0, et i ≡ (1− n0)(dy − j) [p] sinon. Ainsi
l’algébricité deỹ0 équivaut elle à celle dey0 maisavec contraintes. Ceci nous conduit à la
définition suivante :

Définition 2.1. Soient deux suites finiesF etG strictement croissantes de couples (i, j) ∈
N2 ordonnés anti-lexicographiquement :

(i1, j1) ≤ (i2, j2)⇔ j1 < j2 ou (j1 = j2 et i1 ≤ i2)

On suppose de plus queF ≥ (0, 1) > G > (0, 0) (ainsi les éléments deG sont des couples
du type (i, 0), i ∈ N∗, et ceux deF du type (i, j), j ≥ 1). On dit qu’une sériey0 =
∑

n≥1

cnxn ∈ K((x)), c1 , 0, estalgébrique relativement à(F ,G) s’il existe un polynôme

P(x, y) =
∑

(i, j)∈F ∪G

ai, j x
iy j ∈ K[x, y] tel queP(x, y0) = 0.

Flajolet et Soria (voire la thèse d’habilitation de M. Soria(1990) et [FS]) ont donné une
formule close pour le calcul des coefficients d’une série formelle solution d’une équation
hensélienne réduite au sens suivant :
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Définition 2.2. On appelleéquation hensélienne réduiteune équation du type :

y = Q(x, y) avec Q(x, y) ∈ K[x, y]

tel queQ(0, 0) =
∂Q
∂y

(0, 0) = 0 etQ(x, 0) . 0.

Théorème 2.3(Formule de Flajolet-Soria). Soit y= Q(x, y) =
∑

i, j

ai, j x
iy j une équation

hensélienne réduite. Alors les coefficients de l’unique solution
∑

n≥1

cnxn sont donnés par :

cn =

2n−1
∑

m=1

1
m

∑

|k|=m, ||k||1=n, ||k||2=m−1

m!
∏

i, j ki, j!

∏

i, j

a
ki, j

i, j

où k= (ki, j)i, j, |k| =
∑

i, j

ki, j , ||k||1 =
∑

i, j

i ki, j et ||k||2 =
∑

i, j

j ki, j .

Remarque 2.4. Plaçons nous dans le cas particulier où les coefficients deQ vérifient
a0, j = 0 pour tout j. Pour toutk tel que|k| = m et

∏

i, j

a
ki, j

i, j , 0, on a donc‖k‖1 ≥ m. Donc,

pour avoir‖k‖1 = n, on doit avoirm≤ n. La formule de Flajolet-Soria peut s’écrire :

cn =

n
∑

m=1

1
m

∑

|k|=m, ||k||1=n, ||k||2=m−1

m!
∏

i, j ki, j!

∏

i, j

a
ki, j

i, j

Nous utiliserons le lemme élémentaire suivant :

Lemme 2.5. Soient P(x, y) = adyd
+ · · · + a0 et Q(x, y) = bd′yd′

+ · · · + b0 deux polynômes
de K[x][y] avec d= degy P ≥ d′ = degy Q. Soient S(x, y) et R(x, y) les quotient et reste
dans K(x)[y] de la division euclidienne de P par Q. Alors il existe un entier k ≤ d − d′ +
1 tel que la relation(bd′)kP = Q(bd′)kS + (bd′)kR soit polynomiale dans K[x][y] et les
coefficients dans K[x] de(bd′)kS et(bd′)kR sont des polynômes homogènes en les ai , b j de
degré respectif k et k+ 1.

Preuve . On procède par récurrence surd. Pourd = 1, sid′ = 0, le résultat est évident. Si
d′ = 1, on calcule :

a1y+ a0 = (b1y+ b0)
a1

b1
+

a0b1 − a1b0

b1

Donck = 1, et le degré en lesai , b j deb1S vaut 1, et celui deb1Rvaut 2.
Supposons la propriété vraie pour tout polynômeP̃ de degréd̃ < d. On considère

P(x, y) = adyd
+ · · · + a0, ad , 0 et Q(x, y) = bd′yd′

+ · · · + b0, bd′ , 0, avecd′ ≤ d.
Nous effectuons la première étape de la division euclidienne :

adyd
+ · · · + a0 =

(

bd′yd′
+ · · · + b0

) ad

bd′
yd−d′

+
ad−1bd′ − adbd′−1

bd′
yd−1
+ · · · +

ad−d′bd′ − adb0

bd′
yd−d′

+ · · · + a0

Si le reste
ad−1bd′ − adbd′−1

bd′
yd−1
+· · ·+a0 est de degré inférieur àd′, la division est terminée.

On a, comme précédemment,k = 1 et les degrés en lesai , b j , de (bd′S) et (bd′R) valent

respectivement 1 et 2. Sinon, nous sommes ramenés à diviserP̃ :=
ad−1bd′ − adbd′−1

bd′
yd−1
+

· · · + a0 de degré au plusd− 1 parQ(x, y) de degréd′ ≤ d− 1. L’hypothèse de récurrence
s’applique, et on en déduit le résultat souhaité. �



4 MICHEL HICKEL ET MICKAËL MATUSINSKI

3. Caractériser l’algébricité d’une série formelle

Nous reprenons et prolongeons ici les résultats de [Wil19].On suppose donnée une série
y0 =

∑

n≥1

cnxn ∈ K((x)) avecc1 , 0. Pour toutj ∈ N, nous considérons le développement

multinomial dey j
0, que nous notons :

y j
0 =

∑

n≥1

c( j)
n xn

Bien entendu, on ac( j)
n = 0 pourn < j et c( j)

j = c j
1 , 0. Pour j = 0, on posey0

0 = 1.

Remarquons que pour toutn et tout j, c( j)
n est un polynôme homogène à coefficients entiers

positifs de degréj en lescm pourm≤ n− j + 1.

Définition 3.1. (1) Etant donné un couple (i, j) ∈ N×N, on appellevecteur de Wilc-
zynski Vi, j le vecteur infini ayant pour composantes :
- si j ≥ 1, une suite dei zéros suivie des coefficients du développement multino-
mial dey j

0 :

Vi, j := (0, . . . , 0, c( j)
1 , c

( j)
2 , . . . , c

( j)
n , . . .)

- sinon, 1 en ième position et 0 pour les autres coefficients

Vi,0 := (0, . . . , 1, 0, 0, . . . , 0, . . .)

(2) Soient deux suitesF et G comme dans la Définition 2.1. On associe àF et G
la matrice (infinie) de Wilczynski constituée des vecteursVi, j correspondants
présentés en colonnes :

MF ,G := (Vi, j)(i, j)∈F ∪G

On définit aussi lamatrice de Wilczynski réduite, Mred
F ,G

: c’est la matrice déduite
de MF ,G en supprimant les vecteurs colonnes indicés dansG, et en supprimant
aussi les lignes correspondantes (suppression de la lignei pour tout (i, 0) ∈ G).
Cela revient exactement à supprimer les lignes comportant le coefficient 1 pour un
des vecteurs de Wilczynski indicés dansG.

Lemme 3.2(Wilczynski). La série y0 est algébrique relativement à(F ,G) si et seulement
si les mineurs d’ordre|F ∪ G| de la matrice de Wilczynski MF ,G sont tous nuls, ou encore
si et seulement si les mineurs d’ordre|F | de la matrice de Wilczynski réduite Mred

F ,G
sont

tous nuls.

Preuve . Etant donné un polynôme non trivialP(x, y) =
∑

(i, j)∈F ∪G

ai, j x
iy j , on calcule :

P(x, y0) =

∑

(i, j)∈F

ai, j x
i

















∑

n≥1

c( j)
n xn

















+

∑

(i,0)∈G

ai,0xi

= MF ,G · (ai, j)(i, j)∈F∪G

où les composantes du vecteur infini ainsi obtenu représentent les coefficients respectifs
obtenus en regroupant le développement deP(x, y0) selon les puissances dex croissantes.
La sériey0 est racine deP si et seulement si le vecteur infini ainsi obtenu est le vecteur
nul, ce qui signifie que le rang deMF ,G est strictement inférieur à|F ∪ G|, le nombre de
vecteurs colonnes deMF ,G. Cette condition comme en dimension finie est caractérisée par
l’annulation des mineurs de taille maximale.
Remarquons maintenant que, dans le vecteur infiniMF ,G · (ai, j)(i, j)∈F∪G, si on supprime
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les composantes numéroi pour (i, 0) ∈ G, alors on obtient exactement le vecteur infini
Mred
F ,G
· (ai, j)(i, j)∈F . L’annulation de celui-ci signifie bien que le rang deMred

F ,G
est strictement

inférieur à|F |. Réciproquement, si les colonnes deMred
F ,G

sont liées pour certainsF etG,
on note (ai, j)(i, j)∈F une suite correspondante de coefficients d’une combinaison linéaire non
triviale nulle des vecteurs colonnes. Il suffit alors de remarquer que les coefficients restants
ak,0 pour (k, 0) ∈ G sont obtenus chacun séparément de manière unique comme suit:

(1) ak,0 = −
∑

(i, j)∈F ,i<k

ai, jc
( j)
k−i

�

Nous nous intéressons au problème d’implicitation des séries algébriques : à degré
borné enx et eny, connaissant l’expression d’une série algébrique, peut-on en construire
un polynôme annulateur ? si oui comment ?

Définition 3.3. On considère une matrice de Wilczynski réduiteMred
F ,G

associée à deux
suitesF et G de couples (i, j) comme dans 2.1. On appellerapolynôme de Wilczynski
tout polynôme en les coefficientscn dey0 obtenu comme mineur deMred

F ,G
. On notera un

tel polynôme de Wilczynski parQk,I , où I := ((i1, j1), . . . , (i l , j l)) est une sous-suite deF
indiquant lesl colonnes deMred

F ,G
, et k := (k1, k2, · · · , kl) une suite strictement croissante

d’entiers naturels positifs indiquant lesl lignes deMred
F ,G

à partir desquels on forme le

mineur deMred
F ,G

. On al ∈ N∗, l ≤ |F |, l étant l’ordre de ce mineur, qu’on appellera aussi
ordre du polynôme de WilczynskiQk,I . Remarquons aussi qu’un polynôme de Wilczynski

Qk,I est homogène de degré égal à
∑

(i, j)∈I , c( j)
k .0

j (en effet, les coefficients deMred
F ,G

vérifient :

c( j)
k ≡ 0⇔ k < j). Par convention, nous appelleronspolynôme de Wilczynski d’ordre 0

tout polynôme constant non nul.

D’après 3.2, l’algébricité dey0 pour certainsF etG est équivalente à l’annulation de
tous lesQk,F d’ordre l = |F |, pour les valeurs spécifiques descn données comme coeffi-
cients dey0.

Exemple 3.4. Soit y0 =

∑

n≥1

cnxn ∈ K((x)) une série avecc1 , 0. Nous envisageons les

conditions pour quey0 soit racine d’un polynôme du type :

P(x, y) = a2,0x2
+ a2,1x2y+ (a0,2 + a2,2x2)y2

Ainsi, F = {(2, 1), (0, 2), (2, 2)} etG = {(2, 0)}. La matrice de Wilczynski correspondante
est :

M :=



































































0 0 0 0
1 0 c2

1 0
0 c1 2 · c1 · c2 0
0 c2 c2

2 + 2 c1 c3 c2
1

0 c3 2 c1 c4 + 2 c2 c3 2 · c1 · c2

0 c4 2 c2 c4 + c2
3 + 2 c1 c5 c2

2 + 2 c1 c3
...
...

...
...
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et la matrice réduite est :

Mred :=

























































0 0 0
c1 2 · c1 · c2 0
c2 c2

2 + 2 c1 c3 c2
1

c3 2 c1 c4 + 2 c2 c3 2 · c1 · c2

c4 2 c2 c4 + c2
3 + 2 c1 c5 c2

2 + 2 c1 c3
...

...
...

























































Nous donnons les 4 premiers polynômes de Wilczynski d’ordremaximal 3 non triviaux,
égaux à des mineurs 3x3 deMred. Ici on a doncI = F en indice deQk,I :

Qk,F := −2c1
2
(

c2
3 − 2c3c1c2 + c1

2c4

)

pourk = (2, 3, 4)

Qk,F := −c1

(

c2
4 − 3c1

2c3
2
+ 2c1

3c5

)

pourk = (2, 3, 5)

Qk,F := −2c1
2
(

−c4c2
2 − 2c1c4c3 + c2c3

2
+ 2c1c2c5

)

pourk = (2, 4, 5)
Qk,F := 8c2c1

2c4c3 + c2
4c3 − 2c2

2c3
2c1 − 4c1

2c2
2c5 − 3c1

2c3
3
+ 2c3c1

3c5 − 2c1
3c4

2

pourk = (3, 4, 5)
La sériey0 est racine d’un polynômeP(x, y) comme ci-dessus si et seulement tous les
polynômes de Wilczynski d’ordre 3 sont nuls. Cela implique notamment que :

c4 = −
c2

(

c2
2 − 2c1c3

)

c1
2

et c5 = −
c2

4 − 3c1
2c3

2

2c1
3

Théorème 3.5. SoientF et G deux suites finies de couples comme dans 2.1. On pose
dy := max{ j, (i, j) ∈ F } et dx := max{i, (i, j) ∈ F ∪G}. Alors il existe N∈ N∗ et un nombre
fini de polynômes homogènes a(λ)

i, j ∈ Z[x1, . . . , xN], (i, j) ∈ F ∪ G, λ ∈ Λ, avec degré total

dega(λ)
i, j ≤

1
2dy(dy + 1)(dx + 1)− 1 pour (i, j) ∈ F , etdega(λ)

i,0 ≤
1
2dy(dy + 1)(dx + 1)− 1+ i

pour (i, 0) ∈ G, tels que, pour tout y0 =
∑

n≥1

cnxn ∈ K[[ x]] avec c1 , 0 série algébrique

relativement à(F ,G), il existeλ ∈ Λ tel que le polynôme

P(x, y) =
∑

(i, j)∈F

a(λ)
i, j (c1, . . . , cN)xiy j

+

∑

(i,0)∈G

a(λ)
i,0 (c1, . . . , cN)xi ∈ K[x, y]

est annulateur pour y0.

On donne dans un premier temps le processus de reconstruction. On montrera ensuite
sa finitude.

Preuve . Soit y0 =

∑

n≥1

cnxn ∈ K[[ x]] avecc1 , 0 algébrique relativement à (F ,G). Nous

montrons comment reconstruire un polynôme annulateurP(x, y) dey0.
Soit Q(x, y) =

∑

(i, j)∈F

bi, j x
iy+

∑

(i,0)∈G

bi,0xi un polynôme annulateur dey0. Nous procédons

par récurrence surm le nombre de coefficientsbi, j non nuls pour (i, j) ∈ F . Si m = 1,
Q(x, y) est de la forme :

Q(x, y) = bi, j x
iy j
+

∑

(i,0)∈G

bi,0xi

avecbi, j , 0. On doit donc avoirbn,0 = 0 pourn < i + j, et la sériey0 vérifie :
∑

(n,0)∈G

bn,0xn
= −bi, j x

iy j
0 =

∑

n≥i

−bi, jc
( j)
n−i x

n
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Le critère 3.2 signifie ici que les mineurs d’ordre 1 deMred
(i, j),G, égaux àc( j)

n−i pour (n, 0) < G,
sont tous nuls. On fixe le coefficient ai, j quelconque dansZ \ {0} : c’est un polynôme
de Wilczynski constant. Les autres coefficients sont alors déterminés de manière unique
conformément à la relation (1) par l’équation :

an,0 := −ai, jc
( j)
n−i , (n, 0) ∈ G

Le coefficientan,0 est ainsi un polynôme de degréj en lesck, k ≤ n− i − j + 1, qui vérifie
bien j ≤ dy ≤

1
2dy(dy + 1)(dx + 1) ≤ 1

2dy(dy + 1)(dx + 1)− 1+ n.
Considérons maintenant le cas où un polynôme annulateurQ(x, y) dey0 a m ≥ 2 termes
non nuls. Il existe donc une sous-familleF ′ ⊂ F , les indices des coefficients non nuls de
Q(x, y), avec|F ′| = m et tels que les mineurs d’ordrem de Mred

F ′ ,G
sont tous nuls. Suppo-

sons qu’il existe un mineur d’ordrem− 1 de cette matrice, c’est-à-dire un polynôme de
Wilczynski Qk0,I0

, qui soit non nul. NotonsMk0,I0
la matrice carrée dont ce mineur est le

déterminant, etCk0,(i0, j0) la p0-ième colonne supprimée pour former ce mineur. On a un
système de Cramer :

Mk0,I0
· (bi, j)(i, j),(i0, j0) = −bi0, j0Ck0,(i0, j0)

Nous construisons des coefficientsai, j vérifiant :

Mk0,I0
· (ai, j)(i, j),(i0, j0) = −ai0, j0Ck0,(i0, j0)

en prenantai0, j0 := (−1)p0Qk0,I0
et en calculant les autresai, j par la règle de Cramer. Les

ai, j sont ainsi des mineurs d’ordrem− 1 deMred
F ′,G

, et donc au signe près des polynômes de
Wilczynski Qk0,I d’ordrem− 1. Sik0 = (k0,1, . . . , k0,m−1), posons :

(2) Ny0 := k0,m−1

Les ai, j sont des polynômes homogènes deZ[x1, . . . , xNy0
]. Le degré d’un polynôme de

Wilczynski Qk0,I vérifie :

degQk0,I
=

∑

(i, j)∈I , c( j)
k .0

j

≤ −1+
∑

(i, j)∈F

j

≤ −1+ (dx + 1)
dy
∑

j=1

j

=
1
2dy(dy + 1)(dx + 1)− 1

Les coefficientsan,0 pour (n, 0) ∈ G sont obtenus via les relations (1) :

an,0 = −
∑

(i, j)∈F ,n>i

ai, jc
( j)
n−i

Sachant quec( j)
n−i . 0 ⇒ n − i ≥ j, et que dans ce cas degc( j)

n−i = j, on en déduit que

degan,0 ≤ n+max(i, j)∈F (degai, j) comme souhaité. Le polynômeP(x, y) =
∑

(i, j)∈F ′∪G

ai, j x
iy j

est proportionnel àQ, donc annuley0.
Supposons maintenant que tous les mineurs d’ordrem− 1 soient nuls. Donc, en se restrei-
gnant à une sous-familleF ′′ ⊂ F ′ dem− 1 vecteurs parmi lesm vecteurs de Wilczynski
Vi, j, (i, j) ∈ F ′, avec la même familleG, on a une nouvelle matrice de Wilczynski réduite,
à m− 1 colonnes, dont tous les mineurs d’ordrem− 1 sont nuls. Doncy0 est algébrique
relativement à (F ′′,G). Par récurrence surm, on a ainsi reconstruit un polynômeP(x, y)
annulateur dey0. �
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Pour obtenir le Théorème 3.5, il suffit maintenant de montrer qu’il existe une borne
uniformeN = Ndx,dy pour la profondeur dansMred

F ,G
à laquelle on obtient le procédé de

reconstruction, c’est-à-dire la profondeur à laquelle on rencontre un premier mineur non
nul. Nous obtenons ceci dans les deux lemmes suivants.

Lemme 3.6. Soient dx, dy ∈ N
∗. Il existe un entier Ndx,dy tel que pour toute série y0 =

∑

n≥1

cnxn ∈ K[[ x]] , avec c1 , 0, vérifiant une relation P(x, y0) = 0 avec P(x, y) ∈ K[x, y],

degx P ≤ dx, degy P ≤ dy, et tout polynôme Q(x, y) ∈ K[x, y], degx Q ≤ dx, degy Q ≤ dy,
vérifiant Q(x, y0) , 0, on aitordxQ(x, y0) ≤ Ndx,dy.

Preuve . Nous procédons par récurrence surdy, pourdx quelconque. Sidy = 1, on consi-
dèreP(x, y) = a1y + a0 aveca1y0 + a0 = 0. Soit Q(x, y) = b1y + b0 tel queQ(x, y0) =
b0a1 − b1a0

a1
, 0. Alors on a :

ordxQ(x, y0) = ordx(b0a1 − b1a0) − ordx(a1)
≤ degx(b0a1 − b1a0)
≤ 2dx

On peut ainsi prendreNdx,1 = 2dx.
Supposons la propriété vraie pour toutd′y < dy avec un entierNdx,d′y (dx quelconque).

Nous procédons par récurrence surdQ := degy Q ≤ dy. SidQ = 1, on écritQ(x, y) = b1y+b0

et on peut supposerP de degré degy P = dy. On effectue la division euclidienne deP par
Q. D’après le Lemme 2.5, il existek ≤ dy tel que la relation suivante soit dansK[x][y] :

(b1)kP = Q (b1)kS + (b1)kR, degy[(b1)kR] ≤ 0

En évaluant poury = y0, on obtient :

0 = Q(x, y0) (b1)
kS(x, y0) + (b1)kR

Si (b1)kR, 0, on obtient d’après le Lemme 2.5 :

ordxQ(x, y0) ≤ ordx[(b1)kR] ≤ degx[(b1)kR] ≤ (k+ 1)dx ≤ (dy + 1)dx

Si (b1)kR = 0, nécessairement (b1)kS(x, y0) = 0 avec degy[(b1)kS] = dy − 1 et avec des
coefficients polynômes enx de degré inférieur àkdx ≤ dydx. Par hypothèse de récurrence
surdy, ordxQ(x, y0) ≤ Ndydx,dy−1. En tout cas, ordxQ(x, y0) ≤ max

{

Ndydx,dy−1, (dy + 1)dx

}

si
degy Q = 1.
Nous considérons maintenantdQ ≥ 2 et nous supposons la propriété vraie pour toutd′Q <
dQ avec un entierNdx,dy,d′Q

. SidQ < degy P, on peut supposer que degy P = dy, et on effectue
la division euclidienne deP parQ. D’après le Lemme 2.5, il existek ≤ dy − dQ + 1 tel que
la relation suivante soit dansK[x][y] :

(bdQ)kP = Q (bdQ)kS + (bdQ)kR, degy[(bdQ)kR] ≤ dQ − 1

En évaluant poury = y0, on obtient :

0 = Q(x, y0) (bdQ)kS(x, y0) + (bdQ)kR(x, y0)

Si (bdQ)kR(x, y0) , 0, puisque degy[(bdQ)kR] ≤ dQ−1 et puisque ses coefficients polynômes
en x sont de degré inférieur à (k + 1)dx ≤ (dy − dQ + 2)dx (Lemme 2.5), on obtient par
hypothèse de récurrence surdQ :

ordxQ(x, y0) ≤ ordx[(b1)
kR(x, y0)] ≤ N(dy+1)dx,dy,dQ−1
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Si (bdQ)kR= 0, nécessairement (bdQ)kS(x, y0) = 0 avec degy[(b1)kS] = dy − dQ ≤ dy − 2 et
des coefficients polynômes enx de degré inférieur àkdx ≤ (dy − dQ + 1)dx. Par hypothèse
de récurrence, ordxQ(x, y0) ≤ Ndydx,dy−1.
Supposons maintenant quedQ ≥ degy P =: dP. On peut donc supposer quedQ = dy ≥ dP

et on écritP(x, y) = adPydP + · · · + a0. Nous effectuons la division euclidienne deQ par
P. D’après le Lemme 2.5, il existek ≤ dy − dP + 1 tel que la relation suivante soit dans
K[x][y] :

(adP)kQ = P . (adP)kS + (adP)kR, degy[(adP)kR] ≤ dP − 1

En évaluant poury = y0, on obtient :

(adP)kQ(x, y0) = (adP)kR(x, y0) , 0

Puisque degy[(adP)kR] ≤ dP − 1 ≤ dy − 1 avec des coefficients polynômes enx de degré
inférieur à (k+ 1)dx ≤ (dy − dP + 2)dx, on applique l’hypothèse de récurrence surdQ et on
obtient :

ordxQ(x, y0) ≤ kordxadP + ordxQ(x, y0) ≤ ordx[(adP)kR(x, y0)] ≤ N(dy+1)dx,dy,dy−1

�

Lemme 3.7. Soit F ′ ( F . Si y0 n’est pas algébrique relativement à(F ′,G), on note
l := |F ′| et p := min

{

kl | Qk,F ′ , 0, k = (k1, . . . , kl)
}

. Alors, pour tout polynôme Q(x, y) =
∑

(i, j)∈F ′∪G

bi, j x
iy j , on a :

ordxQ(x, y0) ≤ p ≤ Ndx,dy

et la valeur p est atteinte pour un certain polynôme Q0.

Preuve . Par définition dep, pour toutk = (k1, . . . , kl) aveckl < p, on aQk,F ′ = 0. Cela
signifie que le rang des vecteurs colonnesVi, j,p−1 restriction deMred

F ′,G
jusqu’à la lignep−1

est strictement inférieur àl = |F ′|. Il existe des coefficients (ai, j)(i, j)∈F ′∪G non tous nuls tels

que
∑

(i, j)∈′
F
∪G

ai, jVi, j,p−1 = (0), ce qui équivaut à l’annulation desp − 1 premiers termes de

Q0(x, y0) :=
∑

(i, j)∈F ′∪G

ai, j x
i(y0) j . Ainsi, ordxQ0(x, y0) ≥ p, et doncp ≤ N. D’autre part,

toujours par définition dep, les vecteurs colonnes jusqu’à la lignep sont quant à eux de
rangl = |F ′|. Toute combinaison linéaire non triviale est non nulle, donc ordxQ(x, y0) ≤ p
pour toutQ(x, y) :=

∑

(i, j)∈F ′∪G

bi, j x
iy j . �

On obtient le Théorème 3.5 via l’existence d’un entierN = Ndx,dy comme en 3.6 et 3.7
en considérant pour une série algébriquey0 donnée une familleF ′′ ⊂ F minimale parmi
les familles telles quey0 soit algébrique relativement à (F ′′,G). Ainsi, l’entier Ny0 de (2)
est toujours majoré parN = Ndx,dy. �

Construction de coefficientsa(λ0)
i, j pour y0 donnée.

Soity0 algébrique relativement à (F ,G) comme dans 2.1. SoitN = Ndx,dy domme dans 3.6.
On noteMN la matrice constituée desN premières lignes deMred

F ,G
. Soit r le rang deM,

et m := r + 1. Les mineurs deM d’ordrem sont tous nuls et il existe un mineur d’ordre
m− 1 = r non nul. Deux cas se présentent. Sir = 0, on choisit (i, j) ∈ F et on fixe le
coefficient ai, j = 1 et al,m = 0 pour (l,m) ∈ F , (l,m) , (i, j). On détermine alors les
coefficientsai,0 pour (i, 0) ∈ G par les relations (1). Les polynômesP ainsi obtenus sont
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tous annulateurs dey0.
Si r ≥ 1, on considère tous les polynômes de WilczynskiQk,I d’ordrer non nuls évalués en

c1, . . . , cN. Chacun d’eux permet de reconstruire des coefficientsa(λ)
i, j , (i, j) ∈ F , puis des

coefficientsai,0, (i, 0) ∈ G, via (1). Les polynômesP(λ) correspondants sont annulateurs de

y0 si et seulement si ordxP(λ)















x,
N

∑

k=1

ckxk















> N.

Exemple 3.8. Nous reprenons l’Exemple 3.4, et remarquons que, pourk = (2, 3) et pour
I = ((2, 1), (2, 2)), on a :

Qk,I =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c1 0
c2 c2

1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= c3
1 , 0

On pose donca0,2 := (−1)2c3
1 = c3

1 et, par la règle de Cramer :


































a2,1 := (−1)1
∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 · c1 · c2 0
c2

2 + 2 c1 c3 c2
1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −2c3
1c2

a2,2 := (−1)3
∣

∣

∣

∣

∣

∣

c1 2 · c1 · c2

c2 c2
2 + 2 c1 c3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= c1

(

c2
2 − 2c1c3

)

On déduit des formules (1) :

a2,0 = −a2,1 · 0− a0,2 · c
2
1 − a2,2 · 0 = −c5

1

Un polynôme annulateur d’une sériey0 =

∑

n≥1

cnxn ∈ K((x)), c1 , 0, algébrique relative-

ment àF = ((2, 1), (0, 2), (2, 2)) et àG = (2, 0) est :

P(x, y) = −c5
1x2 − 2c3

1c2 x2y+ c3
1 y2
+ c1

(

c2
2 − 2c1c3

)

x2y2

= c1

[

−c4
1x2 − 2c2

1c2 x2y+ c2
1 y2
+

(

c2
2 − 2c1c3

)

x2y2
]

Remarque 3.9. (1) Nous reprenons les notations du Lemme 3.6. Soitr(x) le résultant
deP et Q. Dans le cas oùr(x) . 0, c’est-à-dire siP et Q sont premiers entre eux ,
on a l’identité de Bézout suivante dansK[x][y] :

A(x, y)P(x, y) + B(x, y)Q(x, y) = r(x)

On évalue eny = y0 :

0+ B(x, y0)Q(x, y0) = r(x)

Donc ordxQ(x, y0) ≤ degx r(x). Or, le résultant est un déterminant d’ordre au plus
2dy dont les entrées sont des polynômes deK[x] de degré au plusdx. Donc,
degx r(x) ≤ 2dxdy. Ainsi, dans ce cas, on a : ordxQ(x, y0) ≤ 2dxdy.

(2) On considère le cas oùy0 est fraction rationnelle :

y0 =
−a0(x)
a1(x)

=
−a1,0x− · · · − ad0,0xd0

1+ a1,1x+ · · · + ad1,1xd1

=

∑

n≥1

cnxn avec c1 , 0

Ainsi, y0 est algébrique relativement àF = {(0, 1), . . . , (d1, 1)} etG = {(1, 0), . . . ,
(d0, 0)}. Les polynômes de Wilczynski d’ordre|F | = d1+1 sont tous nuls. Le poly-
nôme de WilczynskiQk0,I0

d’ordred1 aveck0 = (1, . . . , d1) et I0 = ((1, 1), . . . , (d1, 1))
est égal, au signe près, au résultant dea0(x) et a1(x), d’après [GKZ94, chap 12
(1.15) p 401].

(3) Dans cette section, le corpsK peut être de caractéristique quelconque.
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4. Forme close d’une série algébrique

On suppose ici queK est de caractéristique 0. Il s’agit ici de déterminer les coefficients
d’une série algébrique en fonction des coefficients d’un polynôme annulateur. Nous consi-
dérons le polynôme suivant de degrésdx enx et dy eny fixés :

P(x, y) =

dx
∑

i=0

dy
∑

j=0

ai, j x
iy j , avecP(x, y) ∈ K[x, y]

=

dx
∑

i=0

πi(y)xi

=

dy
∑

j=0

a j(x)y j

et une série formelle racine simple

y0 =

∑

n≥1

cnxn, avecy0 ∈ K[[ x]] , c1 , 0

Le corpsK((x)) est muni de la valuationx-adique ordx.
Classiquement (e.g. [Wal78]), la résolution deP = 0 avec la méthode de Newton-

Puiseux est algorithmique, avec deux phases :

(1) une première phase de séparation des branches solutionsillustrant le fait suivant :
y0 peut partager une partie principale avec d’autres racines de P. Cela équivaut au
fait que cette partie principale est aussi partie principale d’une racine de∂P/∂y.

(2) une seconde phase de résolution unique "automatique" : une fois que les branches
sont séparées, la partie résiduelle est racine d’une équation dite de Hensel dans
le contexte formel valué (y0 vue comme série formelle algébrique), dite de type
fonction implicite dans le contexte des fonctions différentiables (y0 vue comme
développement de Taylor convergent d’une fonction algébrique).

Nous donnons ci-après une version du contenu algébrique de ce processus de résolution
algorithmique.

Notation 4.1. Pour tout k∈ N∗ et tout Q(x, y) =
d

∑

j=0

a j(x)y j ∈ K((x))[y], on note :

– ordxQ := min{ordxa j(x), j = 0, .., d}

– z0 := 0 et pour k≥ 1, zk :=
k

∑

n=1

cnxn

– yk := y0 − zk =

∑

n≥k+1

cnxn

– Qk(x, y) := Q(zk + xk+1y) =
dk
∑

i=ik

πk,i(y)xi où ik = ordxQk et dk := degx Qk

Lemme 4.2. (1) La série y0 est racine de P(x, y) si et seulement si la suite(ik)k∈N∗ est
strictement croissante où ik = ordxPk.

(2) La série y0 est racine simple de P(x, y) si et seulement si la suite(ik)k∈N∗ est stric-
tement croissante et il existe un plus petit rang k0 tel que ik0+1 = ik0 + 1. Dans ce
cas, on a ik+1 = ik + 1 pour tout k≥ k0.
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Preuve . (1) Remarquons que pour toutk, ik ≤ ordxPk(x, 0) = ordxP(x, zk). Ainsi, si la
suite (ik)k∈N∗ est strictement croissante, elle tend donc vers+∞, ainsi que ordxP(x, zk). y0

est bien racine deP(x, y). Réciproquement, supposons qu’il existe 1≤ k < l tel queik ≥ i l .
On applique la formule de Taylor àP j(x, y) pour j > k :

(3)
P j(x, y) = Pk(x, ck+1 + ck+2x+ · · · + x j−ky)

= πk,ik(ck+1)xik +
[

π′k,ik
(ck+1)ck+2 + πk,ik+1(ck+1)

]

xik+1
+ · · ·

Pour 1≤ k ≤ j ≤ l, i l ≥ i j ≥ ik, donci j = ik. Ainsi, πk,ik(ck+1) , 0, d’où pour toutj > k,
ordxP j(x, 0) = ordxP(x, zj) = ik. Donc ordxP(x, y0) = ik , +∞.

(2) La sériey0 est racine double deP si et seulement si elle est racine deP et ∂P/∂y. On
applique la formule de Taylor pour un certaink ∈ N∗ :

(4)

Pk+1(x, y) = Pk(x, ck+1 + xy)
= πk,ik(ck+1)xik +

[

π′k,ik
(ck+1)y+ πk,ik+1(ck+1)

]

xik+1

+

[

π′′k,ik
(ck+1)

2
y2
+ π′k,ik+1(ck+1) y+ πk,ik+2(ck+1)

]

xik+2
+ · · ·

Remarquons que :

∂Pk

∂y
(x, y) = xk+1

(

∂P
∂y

)

k

(x, y) =
dk
∑

i=ik

π′k,i(y)xi

On aπk,ik . 0 etπk,ik(ck+1) = 0 (voire (1) ci-dessus), doncπ′k,ik(y) . 0. Ainsi ordx

(

∂P
∂y

)

k

=

ik − k− 1. Nous effectuons le développement de Taylor de

(

∂P
∂y

)

k+1

=

(

∂P
∂y

)

k

(ck+1 + x y) :

(

∂P
∂y

)

k+1

(x, y) = π′k,ik(ck+1)xik−k−1
+

[

π′′k,ik
(ck+1)y+ π′k,ik+1(ck+1)

]

xik−k
+ · · ·

Par le point (1), siy0 est racine double deP, on doit avoirπ′k,ik(ck+1) = 0. Si de plus
πk,ik+1(ck+1) , 0, on auraitik+1 = ik + 1 et mêmeik+ j = ik + 1 pour tout j par (3) :y0 ne
pourrait être racine deP. Donc,πk,ik+1(ck+1) = 0 et doncik+1 ≥ ik + 2.
Si y0 est racine simple deP, par le point (1) il existe un plus petit entierk0 tel que la suite
(ik − k− 1)k∈N∗ n’est plus strictement croissante, c’est-à-dire tel queπ′k0,ik0

(ck0+1) , 0. Pour

tout k ≥ k0, on considère le développement de Taylor de

(

∂P
∂y

)

k+1

=

(

∂P
∂y

)

k0

(ck0+1 + · · · +

xk−k0+1y) :

(5)

(

∂P
∂y

)

k+1

(x, y) = π′k0,ik0
(ck0+1)xik0−k0−1

+

[

π′′k0,ik0
(ck0+1)ck0+2 + π

′
k0,ik0+1(ck0+1)

]

xik0−k0+ · · ·

et on obtient que :

(6) ordx

(

∂P
∂y

)

k+1

(x, 0) = ordx

(

∂P
∂y

)

k+1

= ik0 − k0 − 1

Commeπ′k+1,ik+1
(y) . 0, on aik+1 = ordxPk+1 = ordx

(

∂Pk+1

∂y

)

= k + 2 + ordx

(

∂P
∂y

)

k+1

=

ik0 + k− k0 + 1. Ainsi, à partir dek0, la suite (ik) croit de un en un. �
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Avec les notations du Théorème 3.5 et du Lemme 4.2, l’entierk0 représente la longueur
de la partie principale dans la phase de séparation des branches. Dans le lemme suivant,
nous le contrôlons à l’aide du Lemme 3.6 ou du discriminant∆P deP.

Lemme 4.3. Avec les notations du Théorème 3.5, l’entier k0 vérifie

k0 ≤ N + 1

En particulier, si P n’a que des racines simples :

k0 ≤ dx(2dy − 1)+ 1

Preuve . D’après le lemme 3.6, puisqueP(x, y0) = 0 et
∂P
∂y

(x, y0) , 0, on a :

ordx
∂P
∂y

(x, y0) ≤ N

Or, par définition,k0 est le plus petit entier tel que ordx
∂P
∂y

(x, zk0+1) = ordx
∂P
∂y

(x, zk0) =

ik0 − k0−1 (voire la partie (2) du lemme précédent). On a alors par (6) que ordx
∂P
∂y

(x, zk) =

ordx
∂P
∂y

(x, zk0) = ik0−k0−1 pour toutk > k0. Donc ordx
∂P
∂y

(x, y0) = ordx
∂P
∂y

(x, zk0) ≥ k0−1.

Dans le cas oùP n’a que des racines simples, comme dans la Remarque 3.9, on a une ma-

joration de ordx
∂P
∂y

(x, y0) par le degré du résultant deP et
∂P
∂y

, c’est-à-dire du discriminant

∆P deP. �

Théorème 4.4.Soient le polynôme suivant de K[x, y] de degrés dx en x et dy en y fixés :

P(x, y) =
dx
∑

i=0

dy
∑

j=0

ai, j x
iy j
=

dx
∑

i=0

πi(y)xi

et une série formelle racine simple

y0 =

∑

n≥1

cnxn ∈ K[[ x]] , c1 , 0

Avec les notations de 4.1 et 4.2, on poseω0 := π′k0,ik0
(ck0+1) , 0. Alors, pour tout k> k0 :

– soit le polynôme zk+1 =

k+1
∑

n=1

cnxn est solution de P(x, y) = 0

– soit le polynôme Rk(x, y) :=
Pk(x, y+ ck+1)
−ω0xik

= −y+ Qk(x, y) définit une équation :

y = Qk(x, y)

hensélienne réduite avec Qk(0, y) ≡ 0 et satisfaite par :

tk+1 :=
y0 − zk+1

xk+1
= ck+2x+ ck+3x2

+ · · ·

Preuve .On montre par récurrence surk > k0 queRk(x, y) = −y+ xTk(x, y) avecTk(x, y) ∈
K[x, y]. Pourk = k0 + 1, d’après (4), puisqueik0+1 = ik0 + 1, on a :

Pk0+1(x, y) =
[

ω0 y+ πk0,ik0+1(ck0+1)
]

xik0+1
+ · · ·

Commeik0+2 = ik0 + 2, πk0+1,ik0+1(y) = ω0 y+ πk0,ik0+1(ck0+1) s’annule enck0+2, ainsick0+2 =

−πk0,ik0+1(ck0+1)

ω0
. CalculantRk0+1(x, y), il vient :
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Rk0+1(x, y) = −y+ Qk0+1(x, y) avec

Qk0+1(x, y) = x















π′′k,ik0
(ck0+1)

2
(y+ ck0+2)2

+ π′k0,ik0+1(ck0+1) (y+ ck0+2) + πk0,ik0+2(ck0+1)















+x2[· · · ]

DoncQk0+1(0, y) ≡ 0.
Supposons la propriété vraie à un rangk > k0 + 1. Il vient alors :

Pk(x, y) = ω0(y− ck+1)xik + xik+1T̃k(x, y)
= πk,ik(y)xik + πk,ik+1(y)xik+1

+ · · ·

CommePk+1(x, y) = Pk(x, ck+1 + xy), on a :

Pk+1(x, y) =
[

ω0 y+ πk,ik+1(ck+1)
]

xik+1
+ πk+1,ik+2(y)xik+2

+ · · ·

Mais ik + 2 = ik+2 > ik+1 = ik + 1. On doit donc avoirπk+1,ik+1(ck+2) = 0. Ainsi ck+2 =

−πk,ik+1(ck+1)

ω0
. Par suite :

Pk+1(x, y) = ω0(y+ ck+2)xik+1
+ πk+1,ik+2(y)xik+2

+ · · ·

et ainsi :

Rk+1(x, y) = −y− x
πk+1,ik+2(y+ ck+2)

ω0
+ x2[· · · ] + · · ·

= −y+ xTk+1(x, y), Tk+1 ∈ K[x, y]

comme souhaité.

En particulier,Qk(0, 0) =
∂Qk

∂y
(0, 0) = 0. L’équationy = Qk(x, y) est donc hensélienne

réduite si et seulement siQk(x, 0) . 0, ce qui équivaut à ce quezk+1 ne soit pas racine de
P. �

Remarque 4.5. D’après (5), on remarque que
(

∂P
∂y

)

(x, y0) = ω0xik0−k0−1
+ · · ·

Ainsi, ω0 est le coefficient initial de

(

∂P
∂y

)

(x, y0).

Dans le cas oùy0 est une série non polynomiale, pour le lecteur courageux, nous dédui-
sons de 4.4 et de la formule de Flajolet-Soria 2.3 une formuleclose pour les coefficients
dey0 en fonction des coefficientsai, j deP et des coefficients d’une partie initialezk dey0

suffisamment longue.

Corollaire 4.6. Pour tout k≥ k0 + 1, pour tout p≥ 1, on a :

ck+1+p =

p
∑

q=1

1
q

(

−1
ω0

)q
∑

|S|=q, ‖S‖2≥q−1

AS

























∑

|TS |=‖S‖2−q+1
‖TS‖=p+qik−(q−1)(k+1)−‖S‖1

eTSCTS

























où S= (si, j), AS
=

∏

i=0,...,dx , j=0,...,dy

a
si, j

i, j , TS = (tS,i), CTS =

k+1
∏

i=1

ctS,i
i , et eTS ∈ N de la forme :

eTS =

∑

nl,m
i, j,L

q!
∏

l=1,...,(k+1)dy+dx−ik
m=0,...,ml

∏

i=0,...,dx
j=m,...,dy

∏

|L|= j−m
‖L‖=l+ik−m(k+1)−i

nl,m
i, j,L!

∏

l=1,...,(k+1)dy+dx−ik
m=0,...,ml

∏

i=0,...,dx
j=m,...,dy

∏

|L|= j−m
‖L‖=l+ik−m(k+1)−i

(

j!
m! L!

)nl,m
i, j,L
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où ml := min

{⌊

l + ik
k+ 1

⌋

, dy

}

, L = Ll,m
i, j =

(

l l,mi, j,1, . . . , l
l,m
i, j,k+1

)

, et où la somme est prise sur

l’ensemble des
(

nl,m
i, j,L

)

l=1,...,(k+1)dy+dx−ik, m=0,...,ml
i=0,...,dx, j=m,...,dy, |L|= j−m, ‖L‖=l+ik−m(k+1)−i

tels que :

∑

l,m

∑

i, j

∑

L

nl,m
i, j,L = q et

∑

l,m

∑

i, j

∑

L

nl,m
i, j,LL = TS.

Preuve .Nous commençons par calculer les coefficients deω0xikRk, en vue d’obtenir ceux
deQk

ω0xikRk = Pk(x, y+ ck+1)
= P(x, zk+1 + xk+1y)

=

∑

i=0,...,dx , j=0,...,dy

ai, j x
i
(

zk+1 + xk+1y
) j

=

∑

i=0,...,dx , j=0,...,dy

ai, j x
i

j
∑

m=0

j!
m! ( j −m)!

zj−m
k+1 xm(k+1)ym

PourL = (l1, · · · , lk+1), on noteCL := cl1
1 · · · c

lk+1

k+1. On a :

zj−m
k+1 =

∑

|L|= j−m

( j −m)!
L!

CLx‖L‖

Donc :

ω0xikRk =

dy
∑

m=0

∑

i=0,...,dx
j=m,...,dy

ai, j

∑

|L|= j−m

j!
m! L!

CLx‖L‖+m(k+1)+iym

On posêl = ‖L‖+m(k+1)+ i, qui varie donc dem(k+1) à (k+1)(dy−m)+m(k+1)+dx =

(k+ 1)dy + dx. Ainsi :

ω0xikRk =

∑

m=0,...,dy
l̂=m(k+1),...,(k+1)dy+dx

∑

i=0,...,dx
j=m,...,dy

ai, j

∑

|L|= j−m
‖L‖=l̂−m(k+1)−i

j!
m! L!

CLxl̂ym

PuisqueRk = −y + Qk(x, y) avecQk(0, y) ≡ 0, les coefficients deQk sont obtenus pour

l̂ = ik + 1, . . . , (k+ 1)dy + dx. On posel := l̂ − ik, ml := min

{⌊

l + ik
k+ 1

⌋

, dy

}

et on a

Qk(x, y) =
∑

l=1,...,(k+1)dy+dx−ik
m=0,...,ml

bl,mxlym

avec :

bl,m =
−1
ω0

∑

i=0,...,dx
j=m,...,dy

ai, j

∑

|L|= j−m
‖L‖=l+ik−m(k+1)−i

j!
m! L!

CL

Nous sommes en mesure d’appliquer la version 2.4 de la formule de Flajolet-Soria 2.3
pour calculer les coefficients detk = ck+2x+ ck+3x2

+ · · · . Ainsi, en notantQ := (ql,m) pour
l = 1, . . . , (k+ 1)dy + dx − ik et m= 0, . . . ,ml, on a :

ck+1+p =

p
∑

q=1

1
q

∑

|Q|=q, ‖Q‖1=p, ‖Q‖2=q−1

q!
Q!

BQ
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Calculons :

bql,m

l,m =

(

−1
ω0

)ql,m

























∑

i=0,...,dx
j=m,...,dy

ai, j

∑

|L|= j−m
‖L‖=l+ik−m(k+1)−i

j!
m! L!

CL

























ql,m

=

(

−1
ω0

)ql,m
∑

|Ml,m|=ql,m, ‖Ml,m‖2≥m ql,m

ql,m!
Ml,m!

AMl,m

∏

i=0,...,dx
j=m,...,dy

























∑

|L|= j−m
‖L‖=l+ik−m(k+1)−i

j!
m! L!

CL

























ml,m
i, j

où Ml,m = (ml,m
i, j ) pouri = 0, . . . , dx, j = m, . . . , dy

Pour chaqueml,m
i, j , on numérote les termes

j!
m! L!

CL avecu = 1, . . . , αi, j . Ainsi :

























∑

|L|= j−m
‖L‖=l+ik−m(k+1)−i

j!
m! L!

CL

























ml,m
i, j

=















αi, j
∑

u=1

j!
m! Lu!

CLu















ml,m
i, j

=

∑

|Ni, j |=ml,m
i, j

ml,m
i, j !

Ni, j !

αi, j
∏

u=1

(

j!
m! Lu!

)nl,m
i, j,u

C
∑αi, j

u=1 nl,m
i, j,uLu

où Nl,m
i, j =

(

nl,m
i, j,u

)

u=1,...,αi, j
. Si on poseUl,m :=

∑

i=0,...,dx
j=m,...,dy

αi, j
∑

u=1

nl,m
i, j,uLu, on a :

|Ul,m| =
∑

i=0,...,dx
j=m,...,dy

αi, j
∑

u=1

nl,m
i, j,u|Lu|

=

∑

i=0,...,dx
j=m,...,dy















αi, j
∑

u=1

nl,m
i, j,u















( j −m)

=

∑

i=0,...,dx
j=m,...,dy

ml,m
i, j ( j −m)

= ‖Ml,m‖2 −m ql,m

De même, on a :

‖Ul,m‖ =
∑

i=0,...,dx
j=m,...,dy

αi, j
∑

u=1

nl,m
i, j,u‖Lu‖

=

∑

i=0,...,dx
j=m,...,dy















αi, j
∑

u=1

nl,m
i, j,u















(l + ik −m(k+ 1)− i)

=

∑

i=0,...,dx
j=m,...,dy

ml,m
i, j (l + ik −m(k+ 1)− i)

= ql,m[l + ik −m(k+ 1)] − ‖Ml,m‖1

Donc on obtient :



SUR L’ALGÉBRICITÉ DES SÉRIES DE PUISEUX. 17

bql,m

l,m =

(

−1
ω0

)ql,m
∑

|Ml,m|=ql,m, ‖Ml,m‖2≥m ql,m

AMl,m

∑

|Ul,m|=‖Ml,m‖2−m ql,m
‖Ul,m‖=ql,m[l+ik−m(k+1)]−‖Ml,m‖1

dUl,mCUl,m

oùdUl,m :=
∑

Nl,m
i, j

ql,m!
∏

i=0,...,dx
j=m,...,dy

Nl,m
i, j !

∏

i=0,...,dx
j=m,...,dy

αi, j
∏

u=1

(

j!
m! Lu!

)nl,m
i, j,u

où la somme est prise sur























(

Nl,m
i, j

)

i=0,...,dx
j=m,...,dy

tels que|Nl,m
i, j | = ml,m

i, j et
∑

i=0,...,dx
j=m,...,dy

αi, j
∑

u=1

nl,m
i, j,uLu = Ul,m























.

On en déduit que :

BQ
=

∏

l=1,...,(k+1)dy+dx−ik,m=0,...,ml

bql,m

l,m

=

(

−1
ω0

)q
∏

l,m





























∑

|Ml,m|=ql,m, ‖Ml,m‖2≥m ql,m

AMl,m

∑

|Ul,m|=‖Ml,m‖2−m ql,m
‖Ul,m‖=ql,m[l+ik−m(k+1)]−‖Ml,m‖1

dUl,mCUl,m





























On poseS :=
∑

l,m

Ml,m. Donc |S| =
∑

l,m

ql,m = q et ‖S‖2 ≥
∑

l,m

mql,m = ‖Q‖2 = q− 1. De

plus, àS fixé, on poseTS :=
∑

l,m

Ul,m. Donc |TS| =
∑

l,m

‖Ml,m‖2 −m ql,m = ‖S‖2 − ‖Q‖2 =

‖S‖2 − q+ 1, et :

‖TS‖ =
∑

l,m

ql,m[l + ik −m(k+ 1)] − ‖Ml,m‖1

= ‖Q‖1 + |Q|ik − ‖Q‖2(k+ 1)− ‖S‖1
= p+ qik − (q− 1)(k+ 1)− ‖S‖1

Ainsi, comme souhaité :

∑

|Q|=q, ‖Q‖1=p, ‖Q‖2=q−1

q!
Q!

BQ
=

(

−1
ω0

)q
∑

|S|=q, ‖S‖2≥q−1

AS
∑

|TS |=‖S‖2−q+1
‖TS‖=p+qik−(q−1)(k+1)−‖S‖1

eTSCTS

où eTS :=
∑

Nl,m
i, j

q!
∏

l,m

∏

i, j

Nl,m
i, j !

∏

l,m

∏

i, j

∏

u

(

j!
m! Lu!

)nl,m
i, j,u

et où la somme est prise sur



















(

Nl,m
i, j

)

l=1,...,(k+1)dy+dx−ik,m=0,...,ml
i=0,...,dx, j=m,...,dy

tels que
∑

l,m

∑

i, j

|Nl,m
i, j | = q et

∑

l,m

∑

i, j

αi, j
∑

u=1

nl,m
i, j,uLu = TS



















.

�

Remarque 4.7. Nous avons vu dans le Théorème 4.4 et sa preuve queω0 = π
′
k0,ik0

(ck0+1)

est le coefficient du monômexik0+1y dansPk0+1(x, y) = P(x, c1x+ · · ·+ ck0+1xk0+1
+ xk0+2y),

et queck0+2 =
−πk0,ik0+1(ck0+1)

ω0
oùπk0,ik0+1(ck0+1) est le coefficient dexik0+1. En développant
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Pk0+1(x, y), on en déduit, tous calculs faits, que :






































ω0 =

∑

i=0,..,dx, j=0,..,dy

∑

|L|= j, ‖L‖=ik0+1−i

j!
L!

ai, jC
L

ck0+2 =
−1
ω0

∑

i=0,..,dx, l=0,..,dy−1

∑

|L|=l, ‖L‖=ik0+k0−i−1

(l + 1)!
L!

ai,l+1C
L

Exemple 4.8. Afin d’illustrer le Corollaire 4.6 et sa démonstration, nousreprenons le
polynôme de l’Exemple 3.4 :

P(x, y) = a0,2y2
+

(

a2,0 + a2,1y+ a2,2y2
)

x2

P0(x, y) =

(

a2,0 + a0,2y2
)

x2
+ a2,1yx3

+ a2,2y2x4

P1(x, y) =
(

2a0,2c1y+ a2,1c1
)

x3
+

(

a0,2y2
+ a2,1y+ a2,2c2

1

)

x4
+ 2a2,2c1yx5

+ a2,2y2x6

aveca2,0 + a0,2c2
1 = 0 ⇔ c1 = ±

√

−a2,0

a0,2

Ainsi, i0 = 2, i1 = 3 = i0 + 1, et donck0 = 0,ω0 = 2a0,2 c1. Le coefficientc2 doit vérifier

2a0,2c1c2 + a2,1c1 = 0 ⇔ c2 =
−a2,1

2a0,2
. On obtient :

ω0 R1 = ω0y+
(

a2,2c1
2
+ a2,1c2 + a0,2c2

2
+

(

a2,1 + 2a0,2c2
)

y+ a0,2y2
)

x+
(

2a2,2c1c2 + 2a2,2c1y
)

x2
+

(

a2,2c2
2
+ 2a2,2c2y+ a2,2y2

)

x3

Les coefficients de l’équation hensélienne réduite correspondantey = Q1(x, y) sont donc :

b1,0 = −
(

a2,2c1
2
+ a2,1c2 + a0,2c2

2
)

/ω0 b1,1 = −
(

a2,1 + 2a0,2c2
)

/ω0 = 0

b1,2 = −a0,2/ω0 b2,0 = −2a2,2c1c2/ω0 b2,1 = −2a2,2c1/ω0

b3,0 = −a2,2c2
2/ω0 b3,1 = −2a2,2c2/ω0 b3,2 = −a2,2/ω0

Or, d’après la version 2.4 de la formule de Flajolet-Soria 2.3, on a :

c3 = b1,0 =
−a2,2c1

2 − a2,1c2 − a0,2c2
2

2a0,2 c1

c4 = b2,0 + b1,0b1,1 = b2,0 =
−2a2,2c1c2

2a0,2 c1
c5 = b3,0 + b1,0b2,1 + b2

1,0b1,2 + b1,0b2
1,1 + b2,0b1,1 = b3,0 + b1,0b2,1 + b2

1,0b1,2

=
−a2,2 c2

2

2a0,2 c1
+

2a2,1a2,2c1c2 + 2a0,2a2,2c1c2
2
+ 2a2,2

2c1
3

(

2a0,2 c1
)2

−

a0,2a2,1
2c2

2
+ 2a0,2

2a2,1c2
3
+ 2a0,2a2,1a2,2c1

2c2 + a0,2
3c2

4
+ 2a0,2

2a2,2c1
2c2

2
+ a0,2a2,2

2c1
4

(

2a0,2 c1
)3

...

Remarque 4.9. Il est classique qu’une sériey0 =

∑

n≥0

cnxn ∈ K[[ x]] est algébrique si

et seulement si ses coefficientscn sont les coefficients diagonaux du développement en
série d’une fraction rationnelle de 2 variables [Fur67, DL87]. En particulier, dans le cas
hensélien réduity = Q(x, y) (voir 2.2), la fraction rationnelle s’écrit :

y0 = Diag































y2 − y2∂Q
∂y

(xy, y)

y− Q(xy, y)
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D’après les calculs de la preuve du Corollaire 4.6, on peut endéduire dans le cas général
P(x, y) = 0 une formule pour la fraction rationnelle dont les coefficients diagonaux du
développement sont lescn.
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